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La´ncto¨rtek
Danka Tivadar∗ e´s Varga Tama´s∗
1. Bevezete´s
Az
a0 +
b1
a1 +
b2
a2 +
b3
a3 +
b4
a4 + . . .
alaku´ kifejeze´seket, ahol a0, a1, b1, a2, b2 . . . valo´s vagy komplex sza´mok, la´ncto¨rteknek nevezzu¨k. A la´ncto¨rtek a
matematika sza´mos teru¨lete´n felmeru¨lnek [8]: sza´melme´let, hipergeometriai fu¨ggve´nyek, ortogona´lis polinomok, mo-
mentumok, Pade´-ko¨zel´ıte´sek, bizonyos polinomsorozatok ze´rushelyeinek vizsga´lata vagy a digita´lis szu˝ro˝k elme´lete.
Ebben a cikkben sza´melme´leti oldalro´l adunk bevezeto˝ a´ttekinte´st, illetve ne´ha´ny e´rdekes pe´lda´n keresztu¨l ra´vila´g´ıtunk
gyakorlati alkalmazhato´sa´gukra is.
Sza´melme´leti alkalmaza´sokban leginka´bb olyan la´ncto¨rtekkel tala´lkozunk, amelyekben bn = 1 (minden n-re), az
an-ek pedig nemnegat´ıv ege´szek, a tova´bbiakban mi is ezt ko¨vetju¨k.
1.1. Defin´ıcio´. Legyen a0 ∈ [0,∞) tetszo˝leges nemnegat´ıv valo´s sza´m e´s legyen {an}∞n=0 ⊂ (0,∞) pozit´ıv valo´s
sza´mokbo´l a´llo´ sorozat. Az
[a0; a1, . . . , an] := a0 +
1
a1 +
1
· · ·+ 1
an
alaku´ kifejeze´st ve´ges la´ncto¨rtnek nevezzu¨k.
Ha tekintu¨nk egy [a0], [a0; a1],. . . ,[a0; a1, . . . , an] . . . ve´ges la´ncto¨rtekbo˝l a´llo´ sorozatot, akkor vizsga´lhatjuk a
hata´re´rte´ke´t. Ha ez le´tezik, akkor a
lim
n→∞[a0; a1, . . . , an]
hata´re´rte´ket ve´gtelen la´ncto¨rtnek nevezzu¨k, e´s ra´ az
[a0; a1, . . . ] = a0 +
1
a1 +
1
a2 + . . .
jelo¨le´st haszna´ljuk. Az a1, a2, . . . sza´mokat a la´ncto¨rt jegyeinek nevezzu¨k. Ha a jegyek ege´szek e´s a0 kive´tele´vel
pozit´ıvak is, akkor egyszeru˝ la´ncto¨rtro˝l besze´lu¨nk.
Ko¨nnyen igazolhatjuk az ala´bbi ve´ges la´ncto¨rtekre vonatkozo´ szaba´lyokat. Hangsu´lyozzuk, hogy ezekben ai
tetszo˝leges nemnulla pozit´ıv valo´s sza´m (az a0 sza´m 0 is lehet)!
1.2. Feladat. Igazoljuk, hogy
[a0; a1, . . . , an] = a0 +
1
[a1; a2 . . . , an]
(1.1)
[a0; a1, . . . , an] =
[
a0; a1, . . . , an−1 +
1
an
]
= [a0; a1, . . . , [an−1; an]], (1.2)
illetve a´ltala´nosabban
[a0; a1, . . . , ak−1, ak, ak+1, . . . , an] = [a0; a1, . . . , ak−1, [ak; ak+1, . . . , an]]. (1.3)
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2. Valo´s sza´mok la´ncto¨rt alakja
Ismert, hogy t´ızes sza´mrendszerben minden x valo´s sza´m fel´ırhato´
x = ±anan−1 . . . a0, b1b2 . . . , ai, bi ∈ {0, 1, . . . }
alakban, ahol az ai sza´mokat x sza´mjegyeinek, a bi sza´mokat x tizedesjegyeinek nevezzu¨k. Ez alatt azt e´rtju¨k, hogy
x = an10
n + an−110n−1 + · · ·+ a0100 + b110−1 + b210−2 + . . .
=
n∑
i=0
ai10
i +
∞∑
i=1
bi10
−i.
Ez a fel´ıra´s nem minden sza´m esete´n egye´rtelmu˝, pe´lda´ul 1.000 · · · = 0.999 . . . . Sza´mrendszeru¨nk alapja´ul nem
szu¨kse´ges a 10-es sza´mot va´lasztanunk. A´ltala´ban x alakja egy α (α ≥ 2) alapu´ sza´mrendszerben
x =
n∑
i=0
aiα
i +
∞∑
i=1
biα
−i,
ahol ai e´s bi az α alapsza´mna´l kisebb terme´szetes sza´mok. A leggyakrabban haszna´lt sza´mrendszerek a 2, 8, 10, 16
alapu´ sza´mrendszerek.
Felmeru¨l a ke´rde´s, hogy fel tudunk-e ı´rni minden valo´s sza´mot egyszeru˝ la´ncto¨rt alakban u´gy, hogy csak
terme´szetes sza´mok szerepeljenek benne jegyke´nt? La´tni fogjuk, hogy ez mindig megteheto˝.
2.1. Raciona´lis sza´mok
Vizsga´ljuk elo˝szo¨r a raciona´lis sza´mokat! Elo˝ tudunk-e a´ll´ıtani tetszo˝leges raciona´lis sza´mot la´ncto¨rt alakban u´gy,
hogy minden jegye ege´sz sza´m legyen? Tekintsu¨k pe´lda´ul a 114 sza´mot. Ce´lunk olyan a0, . . . , an nemnegat´ıv ege´sz
sza´mokat keresni, hogy 114 = [a0; a1, . . . , an]. Figyelju¨k meg, hogy egy
a0 +
1
a1 +
1
· · ·+ 1
an
ve´ges la´ncto¨rt esete´n a fenti ke´ttagu´ o¨sszegben szereplo˝ ma´sodik tag mindig kisebb, mint 1. Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy
az a0-lal jelo¨lt elso˝ jegy nem lehet ma´s, mint b11/4c (azaz 11/4 ege´szre´sze), illetve a ma´sodik tag nem lehet ma´s,
mint {11/4} (azaz 11/4 to¨rtre´sze). I´gy kapjuk, hogy
11
4
= 2 +
3
4
= 2 +
1
4/3
.
A kapott o¨sszeg ma´sodik tagja´nak nevezo˝je´re ugyanezt az elja´ra´st alkalmazva kapjuk, hogy
11
4
= 2 +
1
4/3
= 2 +
1
1 +
1
3
.
Ez az alak tova´bb nem bonthato´, ugyanis a ve´ge´n kapott 3 = 11/3 ma´r ege´sz sza´m, to¨rtre´sze nulla.
Az elo˝bbi elja´ra´sunkat megfogalmazhatjuk geometriai nyelven is. Vegyu¨nk egy 11 egyse´g sze´les e´s 4 egyse´g
magas te´glalapot.
4
11
2
Ezt szeretne´nk feldarabolni a leheto˝ legnagyobb ne´gyzetekre. La´thato´, hogy 4 egyse´gnyine´l hosszabb oldalu´ ne´gyzet
nem fe´r el benne e´s az is la´thato´, hogy 4 egyse´gnyi oldalhosszu´sa´gu´ ne´gyzetbo˝l pontosan ke´t darabot tudunk bele´ırni.
Ezeket bal oldalro´l indulva elhelyezzu¨k az eredeti te´glalapunkban az ala´bbi mo´don.
4
4 4 3
Ez a felbonta´s az ala´bbi sza´mola´snak felel meg:
11
4
=
4 + 4 + 3
4
= 2 +
3
4
.
Hogyan tudjuk az ı´gy kapott 4 egyse´g magassa´gu´, 3 egyse´g sze´lesse´gu˝ te´glalapot tova´bb darabolni, hogy ezu´ttal is a
leheto˝ legnagyobb ne´gyzeteket kapjuk? La´thato´, hogy ebben az esetben egyetlen darab 3 egyse´gnyi oldalhosszu´sa´gu´
ne´gyzetet helyezhetu¨nk el.
4
4 4 3
3
1
Sza´mokkal le´ırva ez jelenti, hogy
3
4
=
3
3 + 1
=
1
1 +
1
3
,
teha´t
11
4
= 2 +
1
1 +
1
3
.
Utolso´ le´pe´sben a kimarado´ kis sa´vot felbontva la´tjuk, hogy ilyen mo´don darabolva a te´glalapunkat csak egyse´gne´gyzetek
maradnak.
4
4 4 3
3
1
1 1 1
A matematika´ban kicsit is ja´rtas olvaso´ e´szreveszi, hogy elo˝bbi elja´ra´sunk le´nyege´ben az euklideszi algoritmus.
Ha ugyanis azt a 11-re e´s a 4-re alkalmazzuk, akkor az ala´bbit kapjuk:
3
11 = 2 · 4 + 3,
4 = 1 · 3 + 1,
3 = 3 · 1 + 0,
amibo˝l kiolvashatjuk, hogy a0 = 2, a1 = 1 e´s a2 = 3.
2.1. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszo˝leges pq raciona´lis sza´m fel´ırhato´ ve´ges egyszeru˝ la´ncto¨rt alakban! (Haszna´ljunk
pe´lda´ul q szerinti teljes indukcio´t!)
A feladat ko¨vetkezme´nyeke´pp gondoljuk meg, hogy egy valo´s sza´m pontosan akkor ı´rhato´ fel ve´ges egyszeru˝
la´ncto¨rtke´nt, ha raciona´lis.
Ha egy raciona´lis sza´m elo˝a´ll [a0; a1, . . . , an] alakban, ahol an > 1, akkor [a0; a1, . . . , an−1, 1] alakban is fel´ırhato´.
Jegyek mente´n to¨rte´no˝ teljes indukcio´val azonban bela´thato´, hogy a 0 e´s 1 kive´tele´vel ba´rmely raciona´lis sza´m
egye´rtelmu˝en a´ll elo˝ olyan la´ncto¨rt alakban, melynek utolso´ jegye nagyobb, mint 1, azaz a la´ncto¨rt-elo˝a´ll´ıta´s ebben
az e´rtelemben egye´rtelmu˝.
2.2. Irraciona´lis sza´mok
Legyen most x egy pozit´ıv irraciona´lis sza´m. Mu˝ko¨dik-e az elo˝zo˝ mo´dszer x esete´n? Az elso˝ proble´ma az, hogy
nem tudunk egy olyan ege´sz oldalhosszu´sa´ggal rendelkezo˝ te´glalapot adni, amelyre az oldalhosszak ha´nyadosa x-
szel egyenlo˝. Vegyu¨k azonban e´szre, hogy az elo˝zo˝ szakaszban le´ırt mo´dszer nem fu¨gg az oldalak hossza´to´l, csak
az ara´nya´to´l! Legyen adott teha´t egy x sze´lesse´gu˝, 1 magassa´gu´ te´glalap. Pro´ba´ljuk ko¨vetni az elo˝zo˝ mo´dszert:
rajzoljuk be a te´glalapba a legnagyobb (teha´t elso˝ le´pe´sben min(x, 1)-oldalu´) ne´gyzetet annyiszor, aha´nyszor a´tfede´s
ne´lku¨l lehetse´ges, majd a lefedetlenu¨l maradt teru¨letre isme´telju¨k az elja´ra´st.
1
x
1
x
1
x
1
x
.
.
.
Ha pe´lda´ul 1 ≤ x, akkor elo˝szo¨r megne´zzu¨k, hogy az 1 oldalu´ ne´gyzet ha´nyszor fe´r el a te´glalapban; ez x
ege´szre´sze lesz, amit jelo¨lju¨nk a0-lal. Teha´t elso˝ le´pe´sben a0-nyi teru¨letet fedtu¨nk le, e´s x to¨rtre´sze´nek megfelelo˝
teru¨let maradt ki, azaz
x = bxc+ {x} = bxc+ 11
{x}
.
Elja´ra´sunkat a megmaradt 1 e´s {x} oldalu´ te´glalapra folytatva la´tjuk, hogy az {x} oldalu´ ne´gyzet
⌊
1
{x}
⌋
-szer fe´r el
ebben a te´glalapban. Jelo¨lju¨k ezt a1-gyel. I´gy a te´glalap teru¨lete´t a ko¨vetkezo˝ mo´don is megadhatjuk:
x = a0 +
1
a1 +
1
1
1
{x}−a1
.
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O¨sszegezve, ha
ξ0 := x, an := bξnc, e´s ξn+1 := 1
ξn − an , (2.1)
akkor n le´pe´sben az
x = a0 +
1
a1 +
1
a2 + . . .
1
an−1 +
1
ξn
(2.2)
o¨sszefu¨gge´shez jutunk. Gondoljuk meg, hogy ez a rekurz´ıv elja´ra´s a raciona´lis sza´mok esete´n a ma´r eml´ıtett
euklideszi algoritmust adja vissza, csak valamely n-re ξn = 0, e´s akkor mega´llunk.
Bevezetett jelo¨le´su¨nkkel ezt u´gy is ı´rhatjuk, hogy
x = [a0; a1, . . . , an−1, ξn] = [a0; a1, . . . , an−1 + 1/ξn]. (2.3)
Irraciona´lis x esete´n azonban elja´ra´sunk nem e´r ve´get ve´ges sok le´pe´sben (ξn sosem ege´sz), de nem is e´rhet,
hiszen tudjuk, hogy pontosan akkor fejezo˝dik be ve´ges sok le´pe´s uta´n, ha x raciona´lis.
A most kapott an jegyekbo˝l ke´pezzu¨k az a0, [a0, a1], . . . , [a0, a1, . . . , an], . . . ve´ges la´ncto¨rtekbo˝l a´llo´ sorozatot
(a0 ≥ 0, egye´bke´nt an > 0 ege´szek). La´tjuk, hogy n-edik tagja majdnem ugyanaz, mint (2.2), eze´rt hiheto˝nek tu˝nik,
hogy x-hez konverga´l.
Mielo˝tt bela´tna´nk ezt a konvergencia´t, gyakorla´ske´ppen ne´zzu¨k meg algoritmusunk mu˝ko¨de´se´t egy konkre´t
pe´lda´n is. Az aranymetsze´s ara´nya´nak, azaz az (1+
√
5)/2 sza´mnak la´ncto¨rt jegyeit keressu¨k. Most ξ0 = (1+
√
5)/2,
ı´gy a0 = 1, e´s
ξ1 =
1
1+
√
5
2 − 1
=
1 +
√
5
2
, ı´gy a1 = 1.
La´thatjuk, hogy visszakaptuk a kiindula´si adatainkat (ξ1 = ξ0, ill. a1 = a0). Ezt az e´szreve´telt itera´lva teljes
indukcio´ mutatja, hogy ba´rmely n-re ξn = (1 +
√
5)/2, ı´gy an = 1, teha´t
1 +
√
5
2
=
[
1; 1, 1, . . . , 1, 1+
√
5
2
]
= 1 +
1
1 +
1
1 + . . .
1
1 +
1
1+
√
5
2
.
Te´rju¨nk vissza a konvergencia vizsga´lata´hoz! Egyelo˝re feledkezzu¨nk meg az elo˝zo˝ an-ekro˝l, e´s a0, a1, . . . jelo¨ljo¨n
egy tetszo˝leges nemnegat´ıv valo´s sza´mokbo´l (teha´t nem felte´tlen ege´szekbo˝l) a´llo´ ve´ges vagy ve´gtelen sorozatot,
melynek pozit´ıv indexu˝ tagjai pozit´ıvak. Tekintsu¨k az ala´bbi ha´romtagu´ rekurzio´kat:
p−2 := 0, p−1 := 1, pn := anpn−1 + pn−2, n = 0, 1, 2, 3, . . .
q−2 := 1, q−1 := 0, qn := anqn−1 + qn−2, n = 0, 1, 2, 3, . . .
(2.4)
Teljesen indukcio´val bela´tjuk, hogy [a0; a1, . . . , an] = pn/qn.
Valo´ban, a0 = p0/q0. Most tegyu¨k fel, hogy tetszo˝leges a0, a1, . . . , ak, . . . (ve´ges vagy ve´gtelen) sorozat esete´n
n − 1-ig igaz az o¨sszefu¨gge´s, megjegyezve, hogy ve´ges sorozat esete´n csak addig folytatjuk a rekurzio´t, amı´g a
sorozatnak van tagja. Ekkor felhaszna´lva az (1.2) szaba´lyt (ne feledju¨k, abban nincs megko¨vetelve, hogy az an
sza´mok ege´szek), kapjuk, hogy
[a0, . . . , an] =
[
a0, . . . , an−1 +
1
an
]
= . . .
Most alkalmazva az indukcio´s felteve´st az a0, a1, . . . , an−2, an−1 + 1/an n − 1 tagu´ ve´ges sorozatra, ı´gy folytatjuk
tova´bb:
· · · = (an−1 + 1/an)pn−2 + pn−3
(an−1 + 1/an)qn−2 + qn−3
=
an−1pn−2 + pn−3 + (1/an)pn−2
an−1qn−2 + qn−3 + (1/an)qn−2
=
pn−1 + (1/an)pn−2
qn−1 + (1/an)qn−2
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=
anpn−1 + pn−2
anqn−1 + qn−2
=
pn
qn
.
Az egyenlo˝se´g sorozat ko¨ztes tagjait elhagyva teha´t azt kaptuk, hogy
[a0, . . . , an] =
pn
qn
.
Abban az esetben, ha az a0, a1, . . . , an, . . . sorozat tagjai me´g ege´szek is, vila´gos, hogy pn e´s qn is az. A
pn/qn ha´nyadosokat az [a0; a1, a2, . . . ] la´ncto¨rt szeleteinek nevezzu¨k. Az elo˝zo˝ ke´t rekurzio´ teha´t megadja az
[a0; a1, a2, . . . ] la´ncto¨rt szeleteinek sza´mla´lo´ja´t e´s nevezo˝je´t (e´s, mint ala´bb ra´mutatunk, relat´ıv pr´ımek forma´ja´ban).
Jegyezzu¨k me´g meg, ha an-t lecsere´lju¨k a (2.1)-ben definia´lt ξn sza´mra, akkor elo˝bbi gondolatmenetu¨nket ko¨vetve
az is ko¨nnyen la´thato´, hogy
[a0, . . . , an−1, ξn] =
ξnpn−1 + pn−2
ξnqn−1 + qn−2
. (2.5)
A limn→∞[a0; a1, . . . , an] hata´re´rte´k le´teze´se´nek igazola´sa´hoz me´g szu¨kse´gu¨nk lesz ne´ha´ny azonossa´gra, melyek
bizony´ıta´sa´t az olvaso´ra b´ızzuk.
2.2. Feladat. Igazoljuk, hogy a (2.4) rekurzio´val definia´lt qn sorozat pozit´ıv, ha n ≥ 0, tova´bba´ pozit´ıv indexu˝ tagjai
szigoru´an monoton no˝nek e´s qn+2 ≥ 2qn.
A (2.4) rekurzio´k elso˝ ke´t tagja´ra behelyettes´ıte´s mutatja, hogy p−2q−1− q−2p−1 = (−1)−1 = −1. Ezuta´n teljes
indukcio´t ko¨vetve kapjuk, hogy
pn−1qn − qn−1pn = pn−1(anqn−1 + qn−2)− qn−1(anpn−1 + pn−2)
= anpn−1qn−1 + pn−1qn−2 − anpn−1qn−1 − qn−1pn−2
= −(pn−2qn−1 − qn−2pn−1) = −(−1)n−1 = (−1)n,
azaz
pn−1qn − qn−1pn = (−1)n. (2.6)
Gondoljuk meg, ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy pn-nek e´s qn-nek nincs ko¨zo¨s oszto´ja, eze´rt
pn
qn
tova´bb nem egyszeru˝s´ıtheto˝!
Hasonlo´ indukcio´s okoskoda´st kell alkalmaznunk az ala´bbi ha´rom feladatban is.
2.3. Feladat. Bizony´ıtsuk be, hogy
pn−2qn − qn−2pn = (−1)n−1an
minden n esete´n!
A szomsze´dos szeletek ta´volsa´ga´t ı´rja le az ala´bbi feladat.
2.4. Feladat. Bizony´ıtsuk be, hogy
pn−1
qn−1
− pn
qn
=
(−1)n
qnqn−1
,
pn−2
qn−2
− pn
qn
=
(−1)n−1an
qnqn−2
minden n esete´n!
2.5. Feladat. Igazoljuk, hogy
p2k−1
q2k−1
>
p2k+1
q2k+1
,
p2k
q2k
<
p2k+2
q2k+2
minden k ≥ 0 esete´n, valamint
p2l
q2l
<
p2k+1
q2k+1
minden k ≥ 0, l ≥ 0 esete´n! Teha´t a pa´ratlan indexu˝ szeletek monoton cso¨kkennek, a pa´ros indexu˝ szeletek monoton
no˝nek, e´s ba´rmely pa´ros indexu˝ szelet kisebb, mint egy pa´ratlan indexu˝ szelet.
2.6. A´ll´ıta´s. limn→∞[a0; a1, . . . , an] le´tezik.
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Bizony´ıta´s. A´ll´ıta´sunk igazola´sa´hoz csak annyit kell e´szrevennu¨nk, hogy a 2.5., 2.4. e´s a 2.2. Feladat miatt a[
p2k
q2k
, p2k+1q2k+1
]
intervallumok egyma´sba vannak skatulya´zva e´s az a´tme´ro˝ju¨k 0-hoz tart.
Ezek uta´n te´rju¨nk vissza x sza´munkhoz, e´s a hozza´ konstrua´lt an sorozathoz. Ime´nti eredme´nyu¨nk mutatja,
hogy a0, [a0, a1],. . . ,[a0; a1, . . . , an], . . . konverga´l. A ko¨vetkezo˝kben bela´tjuk, hogy hata´re´rte´ke x. Emle´kezzu¨nk,
hogy (2.3) e´s (2.5) szerint
x = [a0; a1, . . . , an, ξn+1] =
ξn+1pn + pn−1
ξn+1qn + qn−1
,
Ebbo˝l kiindulva kis sza´mola´ssal nyerju¨k, hogy
x− [a0; a1, . . . , an] = x− pn
qn
=
qnpn−1 − pnqn−1
(ξn+1qn + qn−1)qn
,
amibo˝l (2.6) e´s a ξn+1 > 1, ha x irraciona´lis, egyenlo˝tlense´g figyelmbeve´tele´vel, majd a 2.2. Feladat felhaszna´la´sa´val
ado´dik, hogy ∣∣∣x− pn
qn
∣∣∣ ≤ 1
(ξn+1qn + qn−1)qn
≤ 1
q2n
→ 0, ha n→∞.
Ezzel teha´t bizony´ıtottuk az ala´bbi a´ll´ıta´st.
2.7. A´ll´ıta´s. Az eddigi jelo¨le´sekkel e´lve
x = lim
n→∞[a0; a1, . . . , an] = [a0; a1, . . . ],
e´s ∣∣∣x− pn
qn
∣∣∣ ≤ 1
q2n
(2.7)
teljesu¨l minden x pozit´ıv valo´s sza´m esete´n.
2.8. Feladat. Igazoljuk, hogy
qn ≥ 2
n−1
2
minden n terme´szetes sza´mra (vo¨. 2.2. Feladat)! Mit mondhatunk (2.7) tu¨kre´ben a pn/qn sorozat konvergencia´ja´nak
sebesse´ge´ro˝l?
Ne´zzu¨k meg az eddigieket isme´t az (1 +
√
5)/2 pe´lda´ja´n! Ma´r la´ttuk, hogy a0 = a1 = · · · = an = · · · = 1, eze´rt
(1 +
√
5)/2 la´ncto¨rt alakja [1; 1, 1, . . . ], s ı´gy a (2.4) rekurzio´ az ala´bbi konkre´t alakot o¨lti:
p−2 := 0, p−1 := 1, pn := pn−1 + pn−2, n = 0, 1, 2, 3, . . .
q−2 := 1, q−1 := 0, qn := qn−1 + qn−2, n = 0, 1, 2, 3, . . . ,
teha´t p−1 = 1, p0 = 1, p1 = p−1 + p0,. . . , pn = pn−2 + pn−1, . . . , tova´bba´ q0 = 1, q1 = 1, q2 = q0 + q1, . . . ,
qn = qn−2 + qn−1, . . . . Teljes indukcio´val pedig ko¨nnyen la´thato´, hogy qn = pn−1. Az olvaso´nak feltu˝nhet, hogy
itt egy jo´l ismert sorozat, a Fibonacci sorozat bukkant fo¨l. Jelo¨lju¨k eze´rt qn-t Fn-nel. Ekkor a Fibonacci sorozat
szomsze´dos tagjainak ha´nyadosa´ra a 2.7. A´ll´ıta´s szerint azt kapjuk, hogy
Fn+1
Fn
= [1; 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n db
]→ 1 +
√
5
2
, ha n→∞.
2.9. Feladat. Az
1√
2− 1 = 2 +
√
2− 1
azonossa´g seg´ıtse´ge´vel igazoljuk, hogy √
2 = [1; 2, 2, . . . ]!
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2.3. A la´ncto¨rt-reprezenta´cio´ elo˝nyei e´s ha´tra´nyai
La´thattuk, hogy x la´ncto¨rtjegyeinek meghata´roza´sa sora´n nem to¨rte´nik ma´s, mint hogy egy 1 magassa´gu´, x
sze´lesse´gu˝ te´glalapot feldarabolunk a leheto˝ legkevesebb ne´gyzetre e´s o¨sszesza´moljuk, hogy a ku¨lo¨nbo¨zo˝ me´retu˝
ne´gyzetekbo˝l ha´ny fe´r bele. Mi to¨rte´nik akkor, amikor x-et t´ızes sza´mrendszerben ı´rjuk fo¨l? Ekkor egy x teru¨letu˝
te´glalapot 10k oldalu´ ne´gyzetekre darabolunk fo¨l. Ebben az esetben teha´t e´p´ıto˝kocka´ink me´rete´t nem mi va´lasztjuk
meg! Hogy melyik reprezenta´cio´t e´rdemes haszna´lni, az atto´l fu¨gg, hogy az adott sza´mot milyen ce´lra haszna´ljuk,
ami ku¨lo¨nfe´le elva´ra´sokban nyilva´nulhat meg.
Egyik alapveto˝, elme´leti szempontbo´l ku¨lo¨no¨sen fontos ko¨vetelme´ny, hogy az adott a´bra´zola´sbo´l a sza´m mine´l
to¨bb tulajdonsa´ga´t mine´l egyszeru˝bben olvashassuk ki. Ebbo˝l a szempontbo´l kiemelkedo˝ a la´ncto¨rt-reprezenta´cio´
szerepe. Mı´g sza´mrendszerbeli a´bra´zola´sok esete´n az a´bra´zola´s inka´bb a sza´mrendszer alapja´hoz valo´ viszonyt
tu¨kro¨zi, addig a la´ncto¨rt-a´bra´zola´s sokkal tiszta´bb forma´ban vila´g´ıtja meg az adott sza´m tulajdonsa´gait. Gondol-
junk pe´lda´ul arra, hogy egy sza´m raciona´lis vagy irraciona´lis volta a la´ncto¨rt alak ve´gesse´ge alapja´n egye´rtelmu˝en
eldo¨ntheto˝, mı´g pe´lda´ul t´ızes sza´mrendszerben nem ilyen egyszeru˝ a jellemze´s.
Az elme´leti ko¨vetelme´nyek mellett gyakorlatibbakat is megfogalmazhatunk. Egyik ilyen, hogy ko¨zel´ıto˝ e´rte´keket
adhassunk meg a reprezenta´ns alapja´n. Mint ala´bb la´tni fogjuk, ebbo˝l a szempontbo´l is kitu˝nnek a la´ncto¨rtek,
mivel bizonyos e´rtelemben egy sza´m legjobb (raciona´lis) ko¨zel´ıte´seit olvashatjuk ki belo˝lu¨k.
Van azonban egy olyan, elso˝sorban gyakorlati szempont is, aminek a la´ncto¨rt alak nem felel meg. Ez pedig
az aritmetikai mu˝veletek elve´gze´se. Mı´g t´ızes sza´mrendszerbeli alakokat egyszeru˝ algoritmussal adhatunk pe´lda´ul
o¨ssze, addig la´ncto¨rt alakok o¨sszeada´sa´ra nem ismert gyakorlatban is jo´l alkalmazhato´ szaba´ly.
3. Media´nsok e´s ma´trixok
Ebben a fejezetben az u´n. media´nsokkal fogunk foglalkozni, melyek szinte´n nagyon hasznosak a la´ncto¨rtek vizsga´lata
sora´n, e´s seg´ıtse´gu¨kkel me´lyebb o¨sszefu¨gge´seket is felta´rhatunk.
3.1. Defin´ıcio´. Legyen ab e´s
c
d ke´t tetszo˝leges raciona´lis sza´m tova´bb nem egyszeru˝s´ıtheto˝ alakban megadva. Az
a+c
b+d ha´nyadost ezek media´nsa´nak, a
ka+c
kb+d , k ∈ {1, 2, 3, . . . } ha´nyadosokat pedig ko¨ztes ha´nyadosaiknak nevezzu¨k.
3.2. Feladat. Igazoljuk, hogy ab e´s
c
d media´nsa mindig a ke´t sza´m ko¨zo¨tt van!
Az 1/0 ha´nyadost forma´lisan ı´rva, ve´gtelenke´nt e´rtelmezve ke´pezzu¨nk media´nsokat a 0/1 ha´nyadossal! I´rjuk le
az ı´gy kapott sza´mokat egyma´s melle´, majd a ko¨vetkezo˝ le´pe´sben szu´rjuk be ke´t elem ko¨ze´ a media´nsa´t! Az elso˝
ne´ha´ny sorozat:
0
1
1
0
0
1
1
1
1
0
0
1
1
2
1
1
2
1
1
0
0
1
1
3
1
2
2
3
1
1
3
2
2
1
3
1
1
0
Az ı´gy kapott ve´ges sorozatokat Farey-sorozatoknak nevezzu¨k. Ha a ha´nyadosokat egy ko¨rvonalra ı´rjuk e´s a
ha´nyadosokat o¨sszeko¨tju¨k a media´nsaikkal, az u´n. Farey-gra´fot kapjuk. A gra´fon a negat´ıv raciona´lis sza´mokat
is feltu¨ntettu¨k, amelyeket ugyanu´gy media´nske´pze´ssel kapunk, csak 1/0 helyett −1/0-t, mı´g 1/1 helyett −1/1-et
haszna´lunk kiindula´skor.
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A Farey-gra´f
Megeml´ıtju¨k a Farey-sorozatok egy ma´sik e´rdekes szemle´ltete´se´t is. Rajzoljunk a (0, 1/2) e´s az (1, 1/2) pontok
ko¨re´ ku¨lo¨n-ku¨lo¨n egy 1/2 sugaru´ ko¨rt! A ke´t ko¨r e´s az x tengely egy ha´romszo¨gszeru˝ tartoma´nyt fog meghata´rozni
e´s a ko¨ro¨k a 0/1 e´s az 1/1 pontokban e´rintik az x tengelyt. I´rjunk most egy olyan nagy ko¨rt ebbe a tartoma´nyba,
amekkora´t csak tudunk! Ez a ko¨r pontosan az 1/2 pontban e´rinti tengelyu¨nket. I´gy ke´t ha´romszo¨gszeru˝ tartoma´nyt
kapunk, amikre megisme´telhetju¨k elja´ra´sunkat u´jra e´s u´jra. n le´pe´s uta´n a kapott ko¨ro¨k pontosan az n-edik Farey-
sorozat pontjaiban e´rintik a tengelyt. Ezeket a ko¨ro¨ket Ford-ko¨ro¨knek h´ıvjuk.
Ford-ko¨ro¨k
Mi ko¨ze a Farey-sorozatoknak a la´ncto¨rtekhez? Hogy kider´ıtsu¨k, tekintsu¨nk tetszo˝leges a0, a1, . . . terme´szetes
sza´mokat, e´s vizsga´ljuk a belo˝lu¨k ke´pzett szeleteket! La´ttuk ma´r, hogy ha [a0; a1, . . . , an] =
pn
qn
, ahol pn, qn ko¨zo¨s
oszto´ ne´lku¨li ege´sz sza´mok, akkor (2.4) szerint a{
pn = anpn−1 + pn−2, p−1 = 1, p0 = a0
qn = anqn−1 + qn−2, q−1 = 0, q0 = 1
rekurzio´ teljesu¨l. Ma´ske´ppen ı´rva la´tjuk, hogy
pn
qn
=
anpn−1 + pn−2
anqn−1 + qn−2
,
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amit megkaphatunk media´nsok isme´telt ke´pze´se´vel: Ko¨nnyen la´thato´ ugyanis, ha a pn−2/qn−2 e´s a pn−1/qn−1
ha´nyadosokbo´l kiindulva media´nst ke´pzu¨nk, majd az eredme´nnyel e´s pn−1/qn−1-gyel u´jra e´s u´jra isme´telju¨k ezt, an
le´pe´s uta´n pn/qn-hez jutunk.
3.3. Feladat. Igazoljuk, hogy pnqn mindig
pn−1
qn−1
e´s pn−2qn−2 ko¨zo¨tt van! (vo¨. 3.2. Feladat)
Ke´t to¨rt media´nsa´t le´ırhatjuk ma´trixok seg´ıtse´ge´vel. Igaz ugyanis, hogy(
a c
b d
)
·
(
0 1
1 1
)
=
(
c a+ c
d b+ d
)
.
Hasonlo´an, ha ma´r media´nsokat ki tudtunk fejezni ma´trixokkal, a pn/qn szeletek is fel´ırhato´ak ma´trixos alakban a(
p−1 p0
q−1 q0
)(
0 1
1 a1
)
. . .
(
0 1
1 an
)
=
(
pn−1 pn
qn−1 qn
)
formula seg´ıtse´ge´vel. Ezt alkalmazva a ma´r eml´ıtett Fn Fibonacci sorozatra azt kapjuk, hogy(
0 1
1 1
)n−1
=
(
Fn−1 Fn
Fn Fn+1
)
minden n ≥ 1 esete´n! Ez pedig leheto˝se´get ad arra, hogy za´rt alakban adjuk meg a Fibonacci sorozat n-edik tagja´t.
Ehhez nincs ma´s dolgunk, mint a
(
0 1
1 1
)
ma´trixot fel´ırni PJP−1 alakban, ahol
J =
(
1+
√
5
2 0
0 1−
√
5
2
)
, P =
(
1 1
1+
√
5
2
1−√5
2
)
e´s P−1 =
(
5−√5
2
1√
5
5+
√
5
2 − 1√5
)
.
Ekkor ugyanis (
0 1
1 1
)n
=
(
1 1
1+
√
5
2
1−√5
2
)(
1+
√
5
2 0
0 1−
√
5
2
)n( 5−√5
2
1√
5
5+
√
5
2 − 1√5
)
=
(
Fn Fn+1
Fn+1 Fn+2
)
.
Elve´gezve a ko¨ze´pso˝ ma´trixszorza´st leolvashatjuk, hogy
Fn+1 =
1√
5
[(
1 +
√
5
2
)n
−
(
1 +
√
5
2
)n]
.
Megeml´ıtju¨k a media´nsok me´g egy szemle´ltete´se´t. Ehhez azt kell e´szrevennu¨nk, ha a p/q raciona´lis sza´mnak a
(q, p) rendezett pa´rt feleltetju¨k meg, akkor a media´nske´pze´s egybeesik a vektoro¨sszeada´ssal. Mivel jelen kontextus-
ban a raciona´lis sza´mokat tova´bb nem egyszeru˝s´ıtheto˝ alakjukban haszna´ljuk, a (q, p) vektor helyett gondolhatunk
a ra´illeszkedo˝ egyenesre, aminek e´ppen p/q a meredekse´ge (eze´rt alkalmaztunk q, p e´s nem p, q sorrendet). Azonnal
la´thatjuk, hogy media´nshoz tartozo´ egyenes a reprezenta´ns egyenesek ko¨zo¨tt van (vo¨. 3.2. Feladat).
q
p


1p/q




p′/q′







>







4. A legjobb ko¨zel´ıte´s
4.1. A napta´r- e´s az o´rake´sz´ıte´s proble´ma´ja
Ma´r az o˝si kultu´ra´k sza´ma´ra is fontos volt az ido˝ben periodikusan isme´tlo˝do˝ teve´kenyse´gek (pl. fo¨ldmu˝vele´s
munka´latai) megszerveze´se. Eze´rt nagy szerep jutott a napta´raknak, amelyek alapja´n fel lehetett ke´szu¨lni a
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ko¨vetkezo˝ munka´latra (a´rada´s, vete´s, arata´s). A napta´rak rendszerint valamilyen csillaga´szati eseme´nyhez (pl.
a Fo¨ld Nap ko¨ru¨li, a Hold Fo¨ld ko¨ru¨li keringe´se) ko¨to˝do˝en osztja´k fel az ido˝t hosszabb-ro¨videbb ido˝egyse´gekre.
Alapveto˝ ido˝egyse´g az e´v (pontosabban tropikus e´v), amely az az ido˝, ami alatt a Fo¨ld megkeru¨li a napot. 1
Hogy egy e´ven belu¨l eligazodhassunk, ro¨videbb ido˝egyse´gekre bontjuk fel azt. Az egyik ilyen ro¨videbb ido˝egyse´g
a nap: az az (a´tlag) ido˝, ami a Nap ke´t delele´se ko¨zo¨tt eltelik; alapja a Fo¨ld forga´sa. Ma´r az elso˝ napta´rke´sz´ıto˝k
szembesu¨ltek azzal a proble´ma´val, hogy az e´v a´ltal lefedett ido˝ nem ege´sz sza´mu´ to¨bbszo¨ro¨se a nap a´ltal lefedett
ido˝nek; ı´gy ha egy napta´ri e´vet n (pl. n = 365) napnak vettek, akkor azt kellett tapasztalniuk, hogy a vete´s vagy
a nya´r leghosszabb napja a napta´r bevezete´snek centena´riumi napta´re´ve´ben ma´r 25-tel nagyobb sorsza´mu´ napra
esik, mint a napta´r elso˝ e´ve´ben. Ennek a proble´ma´nak egyik elkeru¨le´si leheto˝se´ge, ha a napta´ri e´v hossza´t nem
ro¨gz´ıtju¨k, hanem pl. lesznek 365 e´s 366 napos napta´ri e´vek is.
A tropikus e´v hossza ne´gy tizedesjegy pontossa´ggal: 365,2422 nap (365 nap, 5 o´ra, 49 perc), ı´gy ha azt szeretne´nk,
hogy az e´venke´nt isme´tlo˝do˝ terme´szeti jelense´gek ugyanarra az egy-ke´t napta´ri napra essenek minden e´vben, akkor
ezt pe´lda´ul u´gy e´rhetju¨k el, hogy 365 e´s 366 napos e´vek megfelelo˝ ara´nyu´ haszna´lata´val mine´l jobban ko¨zel´ıtju¨k a
365, 2422 napos a´tlage´rte´ket. Gyakorlati elva´ra´s me´g az is, hogy leheto˝leg egyszeru˝ szaba´ly szerint do¨nthessu¨k el,
mely napta´ri e´vek a 366 naposak.
Ennek megfelelo˝ to¨rte´nelmi pe´lda a Kr.e. 46-ban Julius Caesar a´ltal bevezetett julianusi napta´r, amelyben
minden negyedik napta´ri e´v 366 napos, azaz a´tlagban egy napta´ri e´v 365,25 napos, ami kicsit hosszabb a tropikus
e´vne´l, e´s 128 e´venke´nt egy nap ke´se´st eredme´nyez. Ezt korriga´lando´, to¨bb javaslat uta´n 1582-ben keru¨lt bevezete´sre
a Gergely-napta´r, amely annyiban te´rt el a kora´bbi szaba´lyto´l, hogy a 100-zal oszthato´ e´vek ko¨zu¨l csak a 400-zal
oszthato´kat hagyta meg 366 naposnak, ı´gy ebben 400 e´vre 97 darab 366 napos napta´ri e´v esik. Ez 365,2425 nap
hosszu´sa´gu´ a´tlagos napta´ri e´vet jelent. A nyugati ta´rsadalom mai napig ezt a napta´rt haszna´lja.
Mint la´tjuk, ro¨gz´ıtett napsza´mu´ e´vekkel a terme´szet e´vszakai elcsu´sznak a napta´rban. Hogy ezt elkeru¨lju¨k,
bizonyos napta´ri e´veket (szo¨ko˝e´vek) egy nappal (szo¨ko˝nap) kiege´sz´ıtu¨nk. Mindezt u´gy szeretne´nk, hogy a napta´ri
e´vek a´tlaghossza mine´l pontosabban ko¨zel´ıtse a 365,2422 e´rte´ket, de ugyanakkor egyszeru˝ legyen az a szaba´ly, amely
alapja´n megadhatjuk a szo¨ko˝e´veket. Szaba´ly alatt annak megada´sa´t e´rtju¨k, hogy p e´venke´nt q szo¨ko˝nap legyen,
ahol p e´s q is ege´sz. A szaba´ly anna´l egyszeru˝bb, mine´l kisebb q. Feladatunk teha´t az, hogy a 0, 2422 e´rte´ket mine´l
kisebb nevezo˝ju˝ raciona´lis sza´mmal, mine´l jobban ko¨zel´ıtsu¨k. Ekkor nyilva´n kompromisszumra ke´nyszeru¨lu¨nk, de
gyakorlati szempontbo´l ele´g lehet egy megadott pontossa´g, pl. a Gergely-napta´r csak 0, 0003 napot ,,te´ved” e´s a
ke´rde´ses nevezo˝ 400.
Hasonlo´ proble´ma´t vet fo¨l M. Camus a XIX. sza´zadban [1]: Tegyu¨k fel, hogy rendelkeze´su¨nkre a´ll egy olyan
tengely, amely 12 o´ra alatt tesz meg egy teljes fordulatot. Ke´sz´ıtsu¨nk egy olyan fogaskere´k rendszert, mely utolso´
tagja´nak tengelye 1 tropikus e´v alatt fordul meg. Ezeket percekre a´tva´ltva, a ke´t tengely forga´sideje´nek ara´nya
720/525949-nek ado´dik. Egyszeru˝ megolda´s lehetne, ha a 12 o´ra forga´sideju˝ tengelyre felhelyezu¨nk egy 720 fogu´
kereket, amit o¨sszekapcsolunk egy 525 949 fogu´val. Ez uto´bbi akkor pont egy e´v alatt tenne egy teljes fordulatot.
Ezzel az a gyakorlati proble´ma, hogy tu´l nagy fogaskerekeket ige´nyelne. Ezt elkeru¨lhetju¨k, ha to¨bb fogaskereket
kapcsolunk o¨ssze. Ha van egy 1 perc alatt ko¨ru¨lforgo´ tengelyu¨nk, e´s szeretne´nk egy 1 o´ra alatt ko¨ru¨lforgo´ tengelyt,
azt pl. u´gy tehetju¨k meg, hogy legyen a kiindula´si tengelyen egy 10 fogu´ kere´k. A ma´sodik tengelyen legyen egy 60
fogu´ e´s egy 8 fogu´ kere´k. Ezt a 60 fogu´ kere´ken keresztu¨l kapcsoljuk a kiindula´si tengely 10 fogu´ kereke´hez. Eza´ltal
a ma´sodik tengely forga´si ideje 6-szorosa az elso˝je´nek, hiszen az elso˝ tengely fogaskereke 6-szor fordul ko¨rbe, mire
a ma´sodik tengely nagy fogaskereke´nek 60 foga´n ve´gighalad. Ha a ma´sodik tengely 8 fogu´ kereke´t egy harmadik
tengelyen le´vo˝ 80 fogu´ kere´khez kapcsoljuk, akkor hasonlo´ okoskoda´s mutatja, hogy a harmadik tengely forga´si ideje
10-szerese a ma´sodike´nak e´s ı´gy 6 · 10 = 60-szorosa az elso˝je´nek, teha´t 60 perc alatt fordul meg, amit akartunk.
Ebben az esetben a kiindula´si forga´sido˝, e´s az ele´rendo˝ forga´sido˝ ara´nya 1/60, amely fel´ırhato´ 10/60 · 8/80 alakban
is, ami e´ppen az a´ltalunk is haszna´lt fogaskere´k-o¨sszea´ll´ıta´snak felel meg. Megtudna´nk-e ezt tenni a 720/525 949
esete´ben is, u´gy hogy kerekeink fogainak sza´ma ne legyen tu´l nagy (pl. legfeljebb 100)? Sajnos nem, mert aka´rhogy
u¨gyeskedu¨nk az egyik nevezo˝ legala´bb 525 949, hiszen ez egy pr´ımsza´m. Hogy me´gis valamilyen megolda´st tala´ljunk,
lemondunk a teljes pontossa´gro´l e´s pro´ba´lunk egy olyan 720/525 949-hez ko¨zeli raciona´lis sza´mot keresni, amelynek
mind sza´mla´lo´ja, mind nevezo˝je csak kis pr´ımoszto´kkal rendelkezik.
4.2. A hangola´s proble´ma´ja
Ha valamilyen ta´rggyal hangot keltu¨nk, akkor a keletkezett alaphang sz´ıne´t annak felharmonikusai (olyan hangok,
melyek frekvencia´ja az alaphang ege´sz sza´mu´ to¨bbszo¨ro¨sei) hata´rozza´k meg. (Ez alapja´n ismerju¨k fel pl. a ku¨lo¨nbo¨zo˝
hangszereket.) Legyen az alaphang frekvencia´ja ν; ekkor az alaphang e´s a 2ν frekvencia´ju´ hang ko¨zo¨tti hangko¨z
1Pontosabban az az ido˝, ami alatt a Nap a´thalad ke´tszer az u´n. tavaszponton, csillaga´szatban egye´b e´vfogalmak (sziderikus e´v,
anomalisztikus e´v) is haszna´latosak, amelyek hossza kisse´ elte´r. Re´szleteke´rt a [4] jegyzetre utalunk.
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az okta´v, mı´g a 2ν e´s 3ν frekvencia ko¨zo¨tti hangko¨z a tiszta kvint (a hangko¨z teha´t az ara´nyra vonatkozik, ı´gy az
alaphang e´s a 3/2 ν frekvencia´ju´ hang ta´volsa´ga is tiszta kvint). A zene´ben enne´l finomabb hangko¨zo¨kre is szu¨kse´g
van. Ezek kijelo¨le´sekor azonban proble´ma´k meru¨lhetnek fo¨l, amit az u´gynevezett pitagoraszi hangsoron mutatunk
be. A pitagoraszi hangsor megalkota´sa´ban ke´t szaba´ly, ill. azok inverzei haszna´lhato´k:
(1) egy frekvencia megke´tszereze´se/feleze´se;
(2) egy frekvencia ma´sfe´lszerese´nek/ke´tharmada´nak ve´tele.
Pe´lda´ul az alaphangra ke´tszer alkalmazva a (2) szaba´lyt, majd a kapott hang fele´t ve´ve, az alaphang 9/8-a´hoz
jutunk, ı´gy le´pve egy nagy ege´sz hangnyit az alaphang frekvencia´ja´ro´l. A nyugati zene az okta´vot 12 ko¨zre bontja,
e´s ezekbo˝l e´p´ıtkezik. Ezek fe´lhangnyi ta´volsa´gokra vannak egyma´sto´l, teha´t 6 ege´sz hangot le´pve el kellene jutni a
kiindula´si frekvencia ke´tszerese´hez. Csakhogy hat ege´sz hangnyi le´pe´s uta´n a kiindula´si frekvencia (9/8)6-szorosa´hoz
jutunk, e´s (
9
8
)6
=
312
218
6= 2,
Ezt az ellentmonda´st pitagoraszi komma´nak nevezi a zeneelme´let. A ke´t oldal ko¨zo¨tti ku¨lo¨nbse´g ugyan egy
fe´lhang 1/5-ne´l kisebb, de jo´ fu¨llel hallhato´, e´s halmozo´dva kile´pu¨nk a mu˝ eredeti hangneme´bo˝l. Az ellentmonda´s
felolda´sa´ra, enyh´ıte´se´re to¨bb vagy ma´s szaba´lyokat alkalmazo´ hangola´sokat (Helmholtz-fe´le, tiszta, kiegyenl´ıtett,
ko¨ze´phangu´ tempera´la´s) haszna´lnak, de minden esetben csak kompromisszumos megolda´shoz juthatunk, to¨ke´letesen
tiszta hangza´s nem e´rheto˝ el.
A pitagoraszi komma abbo´l ered, hogy a sza´melme´let alapte´tele miatt a
2p = 3q
egyenletnek nincs megolda´sa az ege´sz sza´mok halmaza´n. Elo˝zo˝ egyenletu¨nket kettes alapu´ logaritmust ve´ve kisse´
alak´ıtsuk a´t:
p
q
= log2 3.
Meggondola´sunk azt jelenti, hogy log2 3 irraciona´lis, e´s hangska´la´nk kialak´ıta´sa azon mu´lik, hogy ezt mennyire
jo´l tudjuk raciona´lis sza´mmal ko¨zel´ıteni.
4.3. Matematikai megko¨zel´ıte´s
Elo˝zo˝ proble´ma´ink teha´t arra vezettek, hogy egy sza´mot kis nevezo˝ju˝ raciona´lis sza´mmal mine´l jobban ko¨zel´ıtsu¨nk.
Ezt az ige´nyu¨nket fejezi ki a ko¨vetkezo˝ defin´ıcio´.
4.1. Defin´ıcio´. Legyen x tetszo˝leges valo´s sza´m. A p/q tova´bb nem egyszeru˝s´ıtheto˝ raciona´lis sza´mot x egy
legjobb ko¨zel´ıte´se´nek nevezzu¨k, ha ba´rmely a/b raciona´lis sza´mra, melyre q > b,∣∣∣x− p
q
∣∣∣ < ∣∣∣x− a
b
∣∣∣,
azaz p/q ko¨zelebb van x-hez, mint a/b.
La´tni fogjuk, hogy egy sza´m legjobb ko¨zel´ıte´sei csakis szeletei e´s a szeletekbo˝l kapott ko¨ztes ha´nyadosai lehetnek!
Ha egy sza´mot teha´t jo´l szeretne´nk ko¨zel´ıteni, akkor e´rdemes szeleteinek vizsga´lata´val kezdeni.
4.2. Te´tel. [7, Theorem 15] Legyen x tetszo˝leges pozit´ıv valo´s sza´m e´s legyen p/q az x sza´m egy 2-ne´l nagyobb
nevezo˝ju˝ legjobb ko¨zel´ıte´se. Ekkor p/q egybeesik x valamelyik szelete´vel vagy ke´t egyma´s uta´ni szelet valamelyik
ko¨ztes ha´nyadosa´val, azaz le´tezik olyan n ∈ {0, 1, 2, . . . } e´s k ∈ {1, 2, 3, . . . }, melyre
p
q
=
kpn + pn−1
kqn + qn−1
.
12
Bizony´ıta´s. Tegyu¨k fel, hogy x = [a0; a1, a2, . . . ]. (Ezt megtehetju¨k, hiszen tudjuk, hogy minden sza´m fel´ırhato´
ve´ges vagy ve´gtelen la´ncto¨rtke´nt.) Be fogjuk la´tni, hogy p/q csak x egyik szelete vagy egyma´s uta´ni szeletek
valamelyik ko¨ztes ha´nyadosa lehet. Indirekt mo´don bizony´ıtunk, teha´t tegyu¨k fel, hogy p/q nem szelete az x-nek
e´s nem is a´ll elo˝ ke´t szomsze´dos szelet ko¨ztes ha´nyadosake´nt.
A 3.2. Feladatban la´ttuk, hogy ke´t raciona´lis sza´m media´nsa a ke´t sza´m ko¨zo¨tt fekszik, e´s a 2.5. Feladatbo´l az
is ko¨vetkezik, hogy az x sza´m pn−1/qn−1 e´s pn/qn ko¨zo¨tt van. Felteve´su¨nk szerint p/q nem szelet (teha´t nem esik
egybe egyetlen pn/qn sza´mmal sem), e´s legjobb ko¨zel´ıte´s, eze´rt le´tezik olyan n, hogy∣∣∣∣x− pn+1qn+1
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣x− pq
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣x− pkqk
∣∣∣∣ , ba´rmely k ≤ n -re. (4.1)
Ro¨gz´ıtsu¨k ezt az n sza´mot! Ekkor szu¨kse´gke´ppen p/q az (n − 1)-edik e´s az n-edik szelet ko¨zo¨tt van, hiszen a
ke´t szelet x ellenkezo˝ oldalain fekszik, e´s p/q mindketto˝ne´l ko¨zelebb van x-hez. A tova´bbiakban feltesszu¨k, hogy
pn−1/qn−1 < x < pn/qn (ford´ıtott ira´nyu´ sorrend esete´n a bizony´ıta´s hasonlo´). Figyelembe ve´ve, hogy p/q nem
ko¨ztes ha´nyados, e´s hogy lpn+pn−1lqn+qn−1 l-ben szigoru´an monoton, e´s pn/qn-hez tart, ha l → ∞, le´tezik pontosan egy
olyan l, amelyre
p
q
szigoru´an az
lpn + pn−1
lqn + qn−1
e´s az
(l + 1)pn + pn−1
(l + 1)qn + qn−1
ha´nyadosok ko¨zo¨tt fekszik. (4.2)
-
pn
qn
xpn+1
qn+1
t(l+1)pn+pn−1(l+1)qn+qn−1
p
q
tlpn+pn−1lqn+qn−1
pn−1
qn−1
Az a´ltalunk feltett sorrend: pn−1/qn−1 < x < pn/qn.
-
pn
qn
x pn+1
qn+1
t(l+1)pn+pn−1(l+1)qn+qn−1
p
q
tlpn+pn−1lqn+qn−1
pn−1
qn−1
A ,,ford´ıtott” sorrend: pn/qn < x < pn−1/qn−1.
Eze´rt ∣∣∣p
q
− lpn + pn−1
lqn + qn−1
∣∣∣ < ∣∣∣ (l + 1)pn + pn−1
(l + 1)qn + qn−1
− lpn + pn−1
lqn + qn−1
∣∣∣.
(2.6) seg´ıtse´ge´vel kis sza´mola´s uta´n bela´thato´, hogy
1
q(lqn + qn−1)
<
∣∣∣p
q
− lpn + pn−1
lqn + qn−1
∣∣∣
e´s ∣∣∣ (l + 1)pn + pn−1
(l + 1)qn + qn−1
− lpn + pn−1
lqn + qn−1
∣∣∣ = 1
((l + 1)qn + qn−1)(lqn + qn−1)
.
Ezeket egyma´sba fu˝zve ko¨vetkezik, hogy
1
q(lqn + qn−1)
<
1
((l + 1)qn + qn−1)(lqn + qn−1)
,
ami csak akkor lehetse´ges, ha ((l + 1)qn + qn−1) < q. Teha´t azt kaptuk, hogy az
(l+1)pn+pn−1
(l+1)qn+qn−1
e´s az lpn+pn−1lqn+qn−1
ha´nyadosok nevezo˝i kisebbek, mint a p/q legjobb ko¨zel´ıte´s nevezo˝je. Ma´sre´szt figyelembe ve´ve, hogy pn+1/qn+1
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ko¨zelebb van x-hez, mint p/q, az is igaz, hogy qn+1 = an+1qn + qn−1 ≥ q (ku¨lo¨nben p/q nem lehetne legjobb
ko¨zel´ıte´s), eze´rt (l + 1) < an+1, e´s ı´gy (a ko¨ztes ha´nyadosok most monoton no˝nek l-ben!)
(l + 1)pn + pn−1
(l + 1)qn + qn−1
<
an+1pn + pn−1
an+1qn + qn−1
=
pn+1
qn+1
.
A 2.5. Feladat szerint pn+1/qn+1 e´s pn/qn az x sza´m ellenkezo˝ oldala´n fekszik. Ez jelen esetben azt jelenti, hogy
pn+1/qn+1 < x. Ez pedig az ime´nt megmutatott egyenlo˝tlense´g szerint maga uta´n vonja, hogy az (l+1)-edik ko¨ztes
ha´nyados x-ne´l kisebb, ami pedig (4.2) szerint implika´lja, hogy
p
q
<
(l + 1)pn + pn−1
(l + 1)qn + qn−1
< x.
Ez azt mutatja, hogy az (l + 1)-edik ko¨ztes ha´nyados p/q e´s x ko¨zo¨tt, e´s ı´gy p/q-na´l x-hez ko¨zelebb fekszik, ami
q-na´l kisebb nevezo˝je le´ve´n ellentmond annak, hogy p/q legjobb ko¨zel´ıte´s.
Teha´t p/q csak szelet vagy ko¨ztes ha´nyados lehet.
Itt nem te´ru¨nk ki a bizony´ıta´sra, de bela´thato´ az ala´bbi te´tel.
4.3. Te´tel ([10, 7.13. te´tel]). A p1/q1 szeletto˝l kezdve minden szelet legjobb ko¨zel´ıte´s.
E re´sz eredme´nyeit figyelembe ve´ve mind a napta´r- e´s o´rake´sz´ıte´s sora´n, mind a hangska´la tagjainak kijelo¨le´sekor
ce´lravezeto˝, ha legjobb ko¨zel´ıte´seket keresu¨nk, e´s ehhez elso˝ le´pe´sben nincs ma´s dolgunk, mint szeleteket keresni,
amit, mint la´ttuk, algoritmikusan is megtehetu¨nk (la´sd (2.1)).
A napta´rke´sz´ıte´s esete´ben a 0, 2422 sza´mot ko¨zel´ıtju¨k, ami to¨rt alakban 12115000 . Ekkor
1211 = 0 · 5000 + 1211, teha´t a0 = 0,
5000 = 4 · 1211 + 156, teha´t a1 = 4,
1211 = 7 · 156 + 119, teha´t a2 = 7,
156 = 1 · 119 + 37, teha´t a3 = 1,
119 = 3 · 37 + 8, teha´t a4 = 3,
e´s ı´gy
1211
5000
= 0 +
1
4 +
156
1211
=
1
4 +
1
7 +
119
156
=
1
4 +
1
7 +
1
1 +
37
119
=
1
4 +
1
7 +
1
1 +
1
3 +
8
37
,
amibo˝l az elso˝ o¨t (nulladikto´l a negyedikig) szelet: 0, 1/4, 7/29, 8/33, 27/152. Megeml´ıtju¨k, hogy az elso˝ szelet a
julianusi napta´rnak felel meg (teha´t minden negyedik e´v szo¨ko˝e´v). Figyelju¨k meg a harmadik szeletet (minden 33
e´vben 8 szo¨ko˝e´v). Ez kb. 4460 e´v alatt te´ved 1 napot, mı´g a most haszna´latos Gergely-napta´r (minden 400 e´vben
97 szo¨ko˝e´v) kb. 3333 e´vente te´ved 1 napot. Megjegyezzu¨k, hogy az arab matematikus Omar Khajjam (1048-1131)
javasolt egy a 33 e´v alatt 8 szo¨ko˝e´vet alkalmazo´ napta´rt [11].
Camus proble´ma´ja esete´n a szeletek mellett ma´r a szomsze´dos szeletek ko¨ztes ha´nyadosainak vizsga´lata´ra is
szu¨kse´g lesz. Ezek ko¨zo¨tt olyat keresu¨nk, melynek sza´mla´lo´ja e´s nevezo˝je is kis pr´ımoszto´kkal rendelkezik. Ha
(pl. az euklideszi algoritmussal megkeresett) szeleteket szemu¨gyre vesszu¨k, sajnos nem tu´l kedvezo˝ek az a´ltalunk
ta´masztott ige´ny (kis pr´ımoszto´) szempontja´bo´l. Eze´rt a ko¨ztes ha´nyadosokat is megvizsga´ljuk. Ekkor 31/22 645
e´s 33/24 106 szeletek ko¨ztes ha´nyadosai ko¨zo¨tt tala´ljuk a 196/143 175 sza´mot, amit sza´munkra kedvezo˝ te´nyezo˝k
szorzata´ra bonthatunk, pe´lda´ul:
196
143 175
=
10
25
· 10
75
· 7
23
· 7
83
.
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Ez egy 5 tagbo´l a´llo´ fogaskere´krendszert hata´roz meg, melynek ko¨ze´pso˝ ha´rom tengelye´n ketto˝-ketto˝, a ke´t sze´lso˝n
pedig egy-egy fogaskere´k tala´lhato´: az elso˝ tengelyen egy 10 fogu´ kere´k van, ami a ma´sodik tengely 25 fogu´ kereke´hez
kapcsolo´dik, a ma´sodik tengely 10 fogu´ kereke a harmadik tengely 75 fogu´ kereke´hez, a harmadik tengely 7 fogu´
kereke a negyedik 23 fogu´ kereke´hez, ve´gu¨l a negyedik tengely 7 fogu´ kereke az o¨to¨dik egyetlen 83 fogu´ kereke´hez
kapcsolo´dik. Ennek eredme´nyeke´nt az o¨to¨dik tengely szo¨gsebesse´ge az elso˝ tengely szo¨gsebesse´ge´nek 196/143 175
re´sze, ı´gy ha az elso˝ tengely fe´l naponke´nt fordul meg, akkor az o¨to¨dik 4/196 perc h´ıja´n egy tropikus e´v alatt tesz
meg egy teljes fordulatot. (Ez a hiba abbo´l sza´rmazik, hogy 196/143 175 csak ko¨zel´ıte´se 720/525 949-nek.)
Az okta´v feloszta´sa´ban, mint la´ttuk egy irraciona´lis sza´mot, a log2 3 = [1; 1, 1, 2, 2, 3, 1, 5, 2, 23, . . . ]-at kell
ko¨zel´ıtenu¨nk, aminek elso˝ szeletei: 1, 2, 3/2, 8/5, 19/12, 65/41. Ezek szerint
3 = 2log2 3 ≈ 219/12,
vagy, ami ezzel ekvivalens,
3
2
≈ 27/12.
Ez azt mutatja, hogy ha az okta´vot 12 egyenlo˝ re´szre osztjuk (teha´t amiben a szomsze´dos hangok ara´nya 21/12, ez az
u´n. kiegyenl´ıtett hangola´s), akkor a tiszta kvinthez 7 fe´lhangnyi le´pe´s uta´n e´ru¨nk a legko¨zelebb ebben a rendszerben;
ekkor ugyan nem lesz meg a to¨ke´letes 3/2-es ara´ny, de a tiszta kvintto˝l csak a fe´lhang kb. 2%-val te´ru¨nk el, e´s 12
le´pe´st ko¨veto˝en pontosan okta´vot ugrunk. A nyugati zene teha´t az egyik legjobb ko¨zel´ıte´snek megfelelo˝ 12 foku´
ska´la´t haszna´lja. E´rdekesse´g az is, hogy a tradiciona´lis k´ınai zene´ben vagy a nyugati vila´g ne´pzene´je´ben o¨tfoku´
ska´la figyelheto˝ meg, ami a harmadik szeletnek (8/5) felel meg.
5. A Pell-egyenlet
A´ll´ıto´lag Arkhime´de´sz neve´hez fu˝zo˝dik a ko¨vetkezo˝ Eratoszthene´sznek aja´nlott feladat, a ,,problema bovinum” (kb.
szarvasmarha proble´ma), ami Vekerdi La´szlo´ ford´ıta´sa´ban ı´gy hangzik [6]:
Ha´ny marha´t sza´mla´lt a Napisten nya´ja, bara´tom
Gonddal sza´mold ki, hogyha va´g az eszed
Ha´nyat o˝riztek Szic´ılia ta´g legelo˝in,
Ne´gy kisebb re´szre bontva az isteni nya´jt.
Mindegyik re´sz ma´s sz´ınu˝ volt. Ho´sz´ın a legelso˝,
Egy ma´sik re´sznek sz´ıne so¨te´t fekete.
Barna a harmadik, a negyedik meg tarka-iromba.
Mindben to¨bb a bika e´s kevesebb a tehe´n.
To¨bben voltak a barna bika´k ott, mint a fehe´rek,
Me´gpedig a fekete´k harmada´val s felivel.
Tarka´k sza´ma´nak negyede´vel e´s o¨to¨de´vel
Mu´lta felu¨l fekete´k sza´ma a barna´ke´t.
Tarka´k is tu´ltettek a barna´kon a fehe´rek
Egyhatoda´val s me´g egyhetede´vel ra´.
ı´gy a bika´k. Ha´t a tehenek? Ko¨zu¨lu¨k a fehe´rek
A fekete marha´k harmada´t s negyede´t
Alkotta´k. Fekete tehenek meg a tarka
Marha´k egynegyede´t, s ra´ me´g egyo¨to¨de´t.
Tarka-iromba tehe´n volt egyo¨to¨d- e´s hatodannyi
Ebben a csorda´ban, mint a barna barom.
Ve´gu¨l barna tehe´n hatodannyi s me´g hetedannyi,
Volt mint tiszta fehe´r marha (tehe´n s bika is).
Hogyha kisza´mı´tod sz´ınenke´nt ha´ny bika volt ott
E´s tehenekbo˝l ha´ny - sza´mok mestere vagy.
Bo¨lcsnek azonban nem mondhatnak, mı´g figyelembe
Nem veszed azt is, amit me´g hozza´teszek ı´m:
Bontsd a bika´k nya´ja´t ke´t re´szre: fehe´r s fekete´kre
Egy re´szben, ma´sba barna s tarka keru¨l.
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Akkor az elso˝ re´sz sorakozhat ne´gyzetalakban
S ha´romszo¨gletu˝ sze´p rendben a to¨bbi bika.
Hogyha a proble´ma´t u´gy oldod meg, hogy ez is va´g
Gyo˝zelmed teljes, s h´ıres lesz a neved.
A re´szletes megolda´st itt nem ko¨zo¨lju¨k, az e´rdeklo˝do˝ olvaso´ megtala´lja pl. [6]-ban. A szo¨veg elso˝ re´sze alapja´n egy
linea´ris diofantoszi egyenletrendszert kapunk. Az utolso´ re´sz (Bontsd a bika´k . . . ) tova´bbi megszor´ıta´sokat jelent,
e´s a diofantoszi egyenletrendszerbo˝l nyert eredme´nyek alapja´n ve´gu¨l az ala´bbi, nemlinea´ris diofantoszi egyenlethez
jutunk:
x2 − dy2 = 1,
ahol d = 410 286 423 278 424. e´s x, y pozit´ıv ege´sz sza´mok.
Kapott egyenletu¨nk az u´n. Pell-egyenletek egy specia´lis esete (a jobb oldal 1), u´n. Fermat-egyenlet.
5.1. Defin´ıcio´. Ha d e´s N ege´sz sza´mok, akkor az x2 − dy2 = N egyenletet Pell-egyenletnek nevezzu¨k.
A megolda´sokat a pozit´ıv ege´sz sza´mok halmaza´n keressu¨k.
Ha d negat´ıv sza´m vagy teljes ne´gyzet (d = a2; e´s ı´gy az egyenlet bal oldala (x− ay)(y + ay) alakot o¨lt), akkor
ko¨nnyen la´thato´, hogy csak ve´ges sok megolda´s van. Az az e´rdekes eset, amikor d pozit´ıv e´s nem teljes ne´gyzet.
Ekkor a megolda´sok megtala´la´sa´ban nagy seg´ıtse´gu¨nkre vannak
√
d szeletei, ugyanis igaz a ko¨vetkezo˝ te´tel.
5.2. Te´tel ([10, 7.24. te´tel]). Legyen d pozit´ıv ege´sz, de nem teljes ne´gyzet, e´s jelo¨lje
√
d szeleteit rendre pn/qn.
Ha |N | < √d, e´s (s, t) olyan megolda´spa´rja az x2 − dy2 = N Pell-egyenletnek, melynek tagjai relat´ıv pr´ımek, akkor
van olyan n pozit´ıv ege´sz, hogy s = pn, t = qn.
A
√
d mennyise´g, ha d nem teljes ne´gyzet, akkor u´n. kvadratikus irraciona´lis sza´m. A kvadratikus sza´mok
olyan sza´mok, amelyek elo˝a´llnak egy ma´sodfoku´ egyenlet megolda´sake´nt.
5.3. Feladat. Legyen ξ egy irraciona´lis sza´m. Mutassuk meg, hogy akkor e´s csak akkor kvadratikus, ha le´teznek
olyan a, b, c ege´sz sza´mok (b > 0 nem ne´gyzet sza´m, c 6= 0), hogy ξ = a+
√
b
c .
A kvadratikus sza´mok jellemezheto˝k la´ncto¨rteik seg´ıtse´ge´vel is. Nevezzu¨k az [a0; a1, a2, . . . , an, . . . ] ve´gtelen
la´ncto¨rtet periodikusnak, ha van olyan r pozit´ıv ege´sz, hogy an+r = an valahonne´t kezdve minden n-re. Ezt u´gy
jelo¨lju¨k, hogy az isme´tlo˝do˝ la´ncto¨rtjegy szakasz fo¨le´ egy vonalat ı´runk, teha´t
[b0; b1, . . . , bm, a0, . . . , ar−1, a0, . . . , ar−1, . . . ] = [b0; b1, . . . , bm, a0, . . . , ar−1].
Bela´thato´, hogy egy irraciona´lis sza´m akkor e´s csak akkor kvadratikus, ha la´ncto¨rt-kifejte´se´nek alakja periodikus
[10, 7.19. te´tel]. Azt a legkisebb r-t, amelyre an+r = an valahonne´t kezdve minden n-re, a la´ncto¨rt perio´dusa´nak
nevezzu¨k.
Ha a kvadratikus irraciona´lis sza´munk
√
b alaku´ (teha´t a = 0, c = 1 az 5.3. Feladatban), akkor igazolhato´, hogy√
b = [a0a1, . . . , ar−1, 2a0] valamilyen r perio´dussal. (Ez akkor is igaz, ha a0 = 0.) A most megeml´ıtett fogalmak
seg´ıtse´ge´vel elo˝zo˝ te´telu¨nkne´l to¨bbet is mondhatunk, ha N = ±1.
5.4. Te´tel ([10, 7.25. te´tel]). Legyen d olyan pozit´ıv ege´sz, amely nem ne´gyzetsza´m. Jelo¨lje r a
√
d sza´m la´ncto¨rt
alakja´nak perio´dusa´t, pn/qn pedig a szeleteit. Ekkor az x
2 − dy2 = ±1 Pell-egyenletek pozit´ıv megolda´sairo´l a
ko¨vetkezo˝t mondhatjuk.
Ha r pa´ros, akkor az x2−dy2 = −1 egyenletnek nincs megolda´sa, mı´g az x2−dy2 = 1 egyenlet pozit´ıv megolda´sait
az x = pnr−1, y = qnr−1 sza´mpa´rok adja´k.
Ha r pa´ratlan, akkor az x = pnr−1, y = qnr−1 sza´mok pa´ratlan n-ekre megadja´k az x2 − dy2 = −1 egyenlet,
pa´ros n-ekre pedig az x2 − dy2 = 1 egyenlet o¨sszes pozit´ıv megolda´sa´t.
Befejeze´ske´nt megeml´ıtju¨k, hogy az x2−dy2 = 1 egyenlet pozit´ıv megolda´sait egy e´rdekes mo´don is elo˝a´ll´ıthatjuk
[10, 7.26. te´tel]. Az elo˝zo˝ek szerint a (p0, q0), (p1, q1), . . . sorozat tartalmazza az x
2−dy2 = 1 egyenlet o¨sszes pozit´ıv
megolda´sa´t. Tudjuk, hogy mind pn, mind qn szigoru´an monoton no¨vo˝, ha n ≥ 1. Ha (x1, y1) jelo¨li a legkisebb
pozit´ıv megolda´sokbo´l a´llo´ pa´rt, akkor a to¨bbi pozit´ıv megolda´st az xn+yn
√
d = (x1+y1
√
d)n o¨sszefu¨gge´s adja meg
(elve´gezzu¨k a hatva´nyoza´st, majd a
√
d-t tartalmazo´, ill. nem tartalmazo´ tagokat csoportos´ıtjuk). 1-to˝l ku¨lo¨nbo¨zo˝
N -ekre sajnos nem ismert ilyen a´tfogo´ o¨sszefu¨gge´s.
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